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£«rOMKg-^nj[bcM¬b)£�^niKX�M�rOq��SXC\�bc£3q7bQRQXeP�rSPfXeR�j[M¦a2jpzSG �e� G�H1iKX*£«b_ZpZ[bs¥	jpMKzkg-b_MKRQjp^nj[bcMKP�¥ªXC\nX*rKPfXeR�j[M�^niKXCPnX�\`XCPnrOZp^`PC�
�
	 MObcj¢PnXc{

K
«^n\`rOX ¯ � � � �C� T  $ { K ®jpMKjw^`j[LcZ ¯ � � � � � �C� T   {2LcMKR �� �� ¯ qEjpMOj[qEj��CXCR§¥	jp^ni§\`XCPnYSXegA^0^nb�b_�KPnX�\`v�L)^nj[bcM

qEXCL_PfrO\`X�qEXCM_^hP7£«\nb_q ^`jpqEXCP � ? � ? ��� � MSP�G H1iKX�\nXCZ[L)^nj[vcX�X�\`\`bc\EzcXCMOX�\hL)Z[Zpx ROXCg-\`XCL_PfXeP�LcPE^`iOX�M�rOq*�±X�\kb)£
qEbQRQXCP�j[MKg-\`XCL_PfXeP�G ��PIjpM¦^niOXEYO\`X�v�j[bcrKP�X-�OLcq7YKZpX_{ b_P`g-j[ZpZ¢Ls^`jpb_MKP�q�L�x��±X7ROrOX7^nb�^niOXEj[M KrOXCMKg-XEb)£©^niOX�LcRKRQjw^`jpb_M
b)£�YKLc\f^`j[g�rOZ¢L)\
qEbQRQXCP�¥	jp^ni�\`XCPnYSXegA^
^`b&^niKX0^n\`rOX*YSL)\hL)qEX-^`X�\
vsL)Z[rOX_G
H1iOX"\`X�Z¢Ls^nj[vcX0XC\n\`bc\
ROXCg-\`XCL_PfXeP
PnZpbs¥	Z[x�L)£ ^nX�\
L)YKYO\nb��Qj[q�Ls^nXCZpx 3m� qEbQRQXeP�{O¥	iKX�\`X�jp^
j¢P
L)Z[\nXeLcRQx�rKMKRQX�\ � 	 G
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 Cubic smoothing spline

a2jpz_rO\`X �e� ��H1iOX�YSXC\`g�X�Mm^�\nXCZ[L)^nj[vcX¤\nXeg-bsv_X�\`XCR§YKLc\`Lcq7X�^nXC\7XC\n\`bc\� �e�c� + K «^n\`rOX ¯*� K «\`XCg-bsv_X�\`XCR ¯n¯ + K  ^n\`rOX ¯ + ¯ L_PEL
£«rOMKg-^nj[bcM$b)£
^`iOX¤MmrKq*�±X�\Eb)£�qEbQRQXeP¤�g-j[\`g�ZpXeP ¯ G H1iOX�g-rO\`vcX¤RQ\`L�¥	M ^niO\`bcrOz_iV^niKX¤ROL)^`L¬j[PEL¬g-rO�Oj¢g�PfqEb�b)^`iOj[MOz
PnYOZpj[MOX& ����� ���.j[M�U�Ls^`Z[Lc� ¯ ¥	jw^`i�PfqEb�b)^`iOjpMKz7YSL)\hL)qEX-^`X�\1XC�mrKLcZ�^nb � G �

H1iOXILcgCg-rO\hLcg�x�bc£6^niOXI¨.²�� £«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcM&¥	jp^ni
K
rOMON�MObs¥	Mkj[P1g-b_qEYKL)\`XCR7^`b*^`iOX�a � U�£«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcM&j[M�a2j[zKG ��3 {

¥	iOXC\nX©^niOX.\nXCZ[L)^nj[vcX3XC\n\`bc\>j[P2YOZ[b)^n^nXeR*LcP2L	£«rKMKgA^`jpb_M*b)£Q^`iOX.YSXC\`g�X�Mm^2MKbcj¢PfXªjpM*^niOX1Pfj[zcMSL)Z G|aOb_\>�KL_Pfj¢P>b)£Sg�bcqEYKL)\`j¢Pfb_M6{
^niKX*PnLcqEX"PfXCXCR§ �h�e}c�"3m�c�_¯ £«bc\	^`iOX"\hL)MKRObcq M�rOq��SXC\
zcXCMOX�\hLs^`bc\1j¢P
rKPnXCR�£«bc\�L)Z[Z>g�L_PfXeP1¥	jw^`i�MObcM � �CX�\`b7MKbcj¢PfX_G ��P
X-�QY±XCg-^nXCR6{3^niKX¤\`X�Z¢Ls^`jpv_XkXC\n\`bc\7jpMSg-\`XCLcPnXCP�¥	jp^ni$\nXePfY±XCg-^�^`b¦^`iOX�YSXC\`g�X�Mm^7MKbcj¢PfX�£«bc\E�±b)^ni5^niKX�¨1²�� L)MKR5a � U
£«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcMKPCG2H1iKX�a � U�qEX-^`iObQR�j¢P3qEbc\`X�LcgCg-rO\hLs^`X1^niKLcM�^niKX�¨.²���Ls^©Z[bs¥ MObcj¢PnX
ZpXCvcXCZ[PCG2F�bs¥ªXCvcXC\C{mL)�±bsvcX1^niKX
� 	 MObcj¢PfXIZ[X�v_X�Z�^niKX"¨.²�� qEX-^`iObQR¤j[P1j[MKg-\`XCL_Pfj[MOz_Zpx&PnZpj[zcim^`Zpx&qEb_\nX0LcgCg-rO\hLs^`X�^`iKL)M¤^`iOX"a � qEX�^niObQR G
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a2jpz_rO\`X � 3 ��H1iOX�YSXC\`g�X�Mm^�\nXCZ[L)^nj[vcX¤\nXeg-bsv_X�\`XCR§YKLc\`Lcq7X�^nXC\7XC\n\`bc\� �e�c� + K «^n\`rOX ¯*� K «\`XCg-bsv_X�\`XCR ¯n¯ + K  ^n\`rOX ¯ + ¯ L_PEL
£«rOMKg-^nj[bcM�bc£>^`iOX"Y±X�\hg-X�Mm^
MOb_j[PnXI£«bc\
^niOX*¨1²�� «bS{ �c� qEbQRQXeP ¯ LcMKR�a � U  � ¯ £«b_\nq�rOZ[L)^nj[bcMKPCG3°�M��±b)^ni�gCLcPnX"ROLs^hL
Y±bcj[M_^hP
L)\`XIg-bcMKMOXCg-^nXCR¤��xkPf^n\hL)j[zcim^1Zpj[MOXCPCG

�,YOZ[b)^	b)£2^niKX0\`L)^nj[b�bc£�a � U�PnbcZ[rQ^nj[bcM�^nj[qEXCP1^`bE¨1²�� Pfb_ZprO^nj[bcM�^nj[q7XeP	j[ZpZ[rKPf^n\hLs^nXeP.^niOXI^`jpqEX"P`L�v�jpMOzmP©b �±XC\nXeRk��x
^niKX�¨1²���qEX�^niObQR G)��P.a2j[zKG �e� j[MKRQj¢g�Ls^`XCPC{m^niOXI¨.²�� qEX-^`iObQRkj¢P 3 G � ^nb � ^nj[q7XeP.q7b_\nX�X-³&g-j[X�Mm^.^niKLcMk^`iOXIa � U
£«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcM6G��3L)\`j[L)^nj[bcMKPªj[M&^niKX�X�³�g�jpXCMKg-x&Lc\nX�Z[Lc\nz_X�Z[x7RQrKX�^`b�vsL)\`j¢Ls^nj[bcMSP3j[M&^niKXIPnbcZ[rQ^`jpb_M�^nj[qEXCPª£«bc\ª^niOXIa � UVG
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a2jpz_rO\`X �e� �&H1iOXk\hLs^`jpb¬b)£�PnbcZ[rQ^nj[bcM ^nj[q7XeP�®H������ +)H����	� ¯ LcP�L�£«rOMSgA^nj[bcM$b)£	^`iOX¤YSXC\`g�X�Mm^�MOb_j[PnXcG§H1iOX�ROLs^hL
Y±bcj[M_^hP
L)\`XIg-bcMKMOXCg-^nXCR¤��xkPf^n\hL)j[zcim^1Zpj[MOXCPCG

� 3�� � �s� �  ���K��� � � � ��� � �  � � � � � � °�ME^niOj¢P©X��OL)qEYOZ[X
�Sbc^ni&YSL)\hL)qEX-^`X�\hPN�M!1L)MKR K Lc\nX�Pnj[q*rOZp^`LcMOX�b_rKPfZ[x�PnbcrKzcim^
j[M�L�^y¥ªb�YKL)\hL)qEX-^`X�\2jpM�v_X�\hPfXªYO\nb_�OZ[X�q�G � �Qg�X�YQ^2£«bc\ �M!3LcMKR K {cPnj[q*rOZ¢Ls^`jpb_M�g-b_MKRQjp^nj[bcMKP>¥.X�\`X3^niKX1P`L)qEX.LcP2jpM�jpM�^niKX
bcMKX�YSL)\hL)qEX-^`X�\1jpM�v_X�\hPfX�YO\`bc�OZ[X�q�P	L)�±bsvcX_G2H1iKX0X�Z[XCg-\`j¢g
oKXCZ[R¤j¢P	qEXCL_PfrO\`XCR�Ls^ � G �O� MKP	j[Mm^nXC\nvsL)Z¢P.£«\`bcq �>= � = �
MKPCG.t�jpMKX*a � Pfj[q*rOZ¢Ls^`jpb_MKP"�g-bcq��Oj[MKLs^`jpb_MKP	b)£ � ! � �O� " �c� " �_� L)MSR

K � � � �e� T  % " � � �C� T   " � � �C� T  + ¯ XeLcghi
¥	jp^ni � � �c�O� PnMKL)YSPfiObc^`P	bc£�^niOX % � ��3_� MKb�RKL)Z6vsL)Z[rOXeP	£«bc\
^niOX�X�Z[XCgA^`j[g*L)MKR�Y±bcZ¢L)\`j��eLs^`jpb_MkoKXCZ[RKP�L)\`X0rKPnXCR¤^`b
bc�O^`L)j[M�^niOX"¨1²��,�KLcPnj[P1XCZpXCqEX�Mm^`P1£«b_\1^niOX0qEj[MOj[q7j��CL)^nj[bcM�YO\`bc�OZ[X�q�G

a2jpz_rO\`XCP �e� LcMKR ��� PnrOqEq�L)\`j��CX>^`iOX�^y¥.b	YKL)\hL)qEX�^nX�\�j[M�vcX�\hPnX2\`XCPnrOZp^`P rKMKRQX�\6^niOX�£«b_ZpZ[bs¥	j[MOz
g-b_MKRQjp^nj[bcMKP �M!s«^n\`rOX ¯ � �c� {�M!�«j[MOjp^nj¢L)Z ¯ � �m� { K  ^`\nrOX ¯ � � � �C� T  $ { K «j[MOjp^nj¢L)Z ¯ � ��� � � �C� T  $ {cLcMKR �3 �� ¯ qEj[MOjpqEj���XeR*¥	jp^ni�\nXePfY±XCg-^>^`b�b_�KPnX�\`v�L)^nj[bcM
qEXCL_PfrO\`X�qEXCM_^hPª£«\nb_q ^nj[qEXCP � ? � ? � � � MKP�G
a2jpz_rO\`X �e� YOZpbc^`P1^`iOX0\`X�Z¢Ls^nj[vcXIXC\n\`bc\.£«bc\
^niOX0\`XCg�bsvcX�\`XCR �?!�vsL)Z[rOXeP	LcP
L�£«rOMKg-^nj[bcM�bc£|^niKX"MObcj¢PnX�Z[X�v_X�Z© �s�y})� 	�¯ £«b_\
^niKXk¨.²���L)MKRVa � U qEX�^niObQROPCG�aO\`bcq�a>j[zKG �e� jw^Eg�L)MV�±XkPnX�XCM§^niKL)^"^niOX¤a � U \`XCPnrOZw^hP"L)\`X�zcXCMOX�\hL)Z[Z[x¦qEbc\`X
LcgCg-rO\hLs^`X�^niSL)MV^`iOX�¨1²�� \`XCPnrOZp^`PC{2�KrQ^�^`iKLs^�^niOX�\nXCZ[L)^nj[vcX&XC\n\`bc\"£«bc\*�±b)^`iµj¢P*rKMKRQX�\ � G } 	 G¦H1iKXk\`X�Z¢Ls^nj[bcMSPfiOj[Y
�±X-^y¥.X�X�ME^`iOX
\`X�Z¢Ls^`jpv_X.XC\n\`bc\3LcMKR7^niKX
MObcj¢PnX	ZpXCvcX�ZSL)YOY±XCLc\`P�^`b"�±X
MObcMKZpj[MOXCLc\C{crOMOZ[jpN_X	^niOX�bcMOX	YKLc\`LcqEX-^nXC\3\`XCg-bsv_X�\`x
b)£ � ! G



}c�

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

% NOISE

%
 R

E
LA

T
IV

E
 E

R
R

O
R

ε
s

POD
 FEM

a2jpz_rO\`X �e� ��H1iOX7Y±X�\hg-X�Mm^I\nXCZ[L)^nj[vcX�\nXeg-bsvcXC\nXeR�YKL)\hL)qEX�^nX�\�X�\`\`bc\� �C�_� + �?!e«^n\`rOX ¯�� �?!�®\nXeg-bsv_X�\`XCR ¯n¯ + �M!C ^`\nrOX ¯ + ¯ LcP�L
£«rOMKg-^nj[bcM§b)£ª^niOXEY±X�\hg-XCM_^0MOb_j[PnX7£«bc\�^niKX&¨.²�� «bS{ �)� qEb�ROXCP ¯ L)MKR¡a � U< � ¯ £«bc\`q*rOZ¢Ls^`jpb_MKP�G7��L)^`L¤Y±bcj[M_^hP0L)\`X
g-b_MOMOXegA^nXeRk��x¤Py^`\`Lcjpz_i_^1Z[jpMOXeP�G

a2jpz_rO\`X ��� YOZ[b)^hP	^`iOX"\`X�Z¢Ls^nj[vcX0XC\n\`bc\
£«bc\	^`iOX*\`XCg�bsvcX�\`XCR
K
vsL)Z[rOXCP�LcP�L�£«rOMKgA^`jpb_M�b)£�^`iOX"MOb_j[PnX"Z[X�vcXCZ© �)��}c�
	7¯ £«b_\

^niKX*¨.²��=L)MKR�a � U qEX�^niObQROPCG
H1iOX"\`X�Z¢Ls^`jpv_X0X�\`\nb_\
L)YOY±XCLc\`P1^`b&�±X"\nb_rOzciKZpx�Zpj[MOXCLc\�¥	jp^ni�\`XCPnYSXegA^
^`b�^niKX*MOb_j[PnX
Z[X�vcXCZQ£«bc\©�Sbc^ni�¨.²��~LcMKREa � U £«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcMKPCG>H1iOX	\`X�Z¢Ls^`jpv_X	X�\`\nb_\2£«bc\3�±b)^`i�£«b_\nq�rOZ¢Ls^nj[bcMSP3RQb0MObc^©RQj ��X�\©zc\`XCLs^`Zpx
X-�Og�X�YQ^"Ls^I^`iOX })�
	 MObcj¢PfX7Z[X�vcXCZ�GEH1iOXE\`X�Z¢Ls^nj[vcX7X�\`\`bc\�£«bc\0\`XCg-bsv_X�\`x�bc£

K
 �)�`�e�
	7¯ j¢P0L)�±bcrO^�^`X�M¡^nj[qEXCPIz_\nXeLs^nXC\

^niSL)M7^niOX	\`X�Z¢Ls^`jpv_X1X�\`\nb_\�L_PnPnbQg-j¢Ls^`XCR�¥	jw^`i�^`iOX
\`XCg�bsvcX�\`xIb)£ � !  �s��� G �C�
	7¯ Gª®H1iKj[P3Lczc\`X�XeP>¥	jp^ni�\`X�Z¢Ls^`jpv_X.PnX�MSPfjp^nj[v�jw^yx
b)£2^niKX0q7bQRQXCZ�^nbE^`iOX0YKL)\hL)qEX�^nX�\hP1PfXCX�M¤jpM�	 �C��� G ¯
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a2jpz_rO\`X �s� ��H1iOX�YSXC\`g�X�Mm^�\nXCZ[L)^nj[vcX¤\nXeg-bsv_X�\`XCR§YKLc\`Lcq7X�^nXC\7XC\n\`bc\� �e�c� + K «^n\`rOX ¯*� K «\`XCg-bsv_X�\`XCR ¯n¯ + K  ^n\`rOX ¯ + ¯ L_PEL
£«rOMKg-^nj[bcM§b)£ª^niOXEY±X�\hg-XCM_^0MOb_j[PnX7£«bc\�^niKX&¨.²�� «bS{ �)� qEb�ROXCP ¯ L)MKR¡a � U< � ¯ £«bc\`q*rOZ¢Ls^`jpb_MKP�G7��L)^`L¤Y±bcj[M_^hP0L)\`X
g-b_MOMOXegA^nXeRk��x¤Py^`\`Lcjpz_i_^1Z[jpMOXeP�G

a2jpz_rO\`X �C� YOZ[b)^hP"^`iOX�\`L)^nj[b¦b)£�^niOX�a � U�Pnj[q*rOZ¢Ls^`jpb_M ^nj[qEXCPEL)MSRV^niKX¤¨1²�� Pnj[q*rOZ¢Ls^`jpb_MV^nj[qEXCP�LcP7L¦£«rOMKgA^`jpb_M
b)£	MOb_j[PnX� �)��}c�
	7¯ G�H1iOX�¨.²���£«b_\nq�rOZ[L)^nj[bcM§j¢P 3)�h�C� ^`jpqEXeP0£®LcPf^nXC\0^niSL)M§^niKX�a � qEX-^`iObQR G�H1iOX�^nj[qEX�P`L�v�jpMOzmP
zcXCMOX�\hL)Z[Z[x&RQXCg�\nXeLcPnX�L_P.^niOX0MOb_j[PnXIZpXCvcXCZ \nj¢PfXeP�G
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a2jpz_rO\`X �C� �7H1iOX&\hLs^`jpb�bc£	PnbcZ[rQ^`jpb_M¬^`jpqEXeP��H���� � +sH��	�	� ¯ L_P"L�£«rOMKg-^nj[bcM bc£ª^`iOXkY±X�\hg-XCMm^*MObcj¢PnXE£«bc\0^`iOX&^y¥.b
YKLc\`Lcq7X�^nXC\.j[M�vcXC\`PnX�YK\nb_�OZpXCq�G3H1iOX0ROLs^hL�Y±bcj[Mm^`P
Lc\nX0g�bcMOMOXegA^`XCR��mx�Py^`\`Lcjpz_i_^	Z[jpMKXCPCG

� ��+ # � ��� ? � � � � ��� � � 8 ?k42��� ?

H1iOX*P`L�v�jpMKz7j[M¦PnbcZ[rQ^nj[bcM¤^`jpqEX*rSPfj[MOzE^niKX*\`XCRQrKg�XCR¤bc\hRQXC\�¨.²��,£«b_\nq�rOZ¢Ls^nj[bcM�j[MKPf^nXCL_R�b)£�^niKX*a � U�£«bc\`q*rKZ[L)^nj[bcM
j¢P�qEbmPy^EX�v�j¢RQX�Mm^�LcP*^niOX�M�rOq*�±X�\Ebc£�MObQRQXCP7j[MKg-\`XCL_PfXeP�G§H1iOX�PnbcZ[rQ^nj[bcMV^`jpqEXeP7P`g�LcZpXeP�L_P % % {3¥	iKX�\`X % j[P�^niKX
M�rOq*�±X�\ªb)£6a � U MObQRQXeP�bc\ª¨.²��~qEbQRQXeP�G�F
bs¥.X�v_X�\e{s^niOX�M�rOq*�±X�\3bc£ q7bQRQXeP3MOXeg-XePnP`L)\`x0^nb�g�L)YO^nrO\`X	^niKX
YOi�xQPfj¢g�LcZ
�±X�iKL�v�j[bc\1j[P
\nXCZ[L)^nj[vcX�Z[x�j[MKRQX�Y±X�MSRQX�Mm^
b)£2^niKX0MmrKq*�±X�\	b)£�MObQRQXeP1rKPfXeR�^nbEzcXCMOX�\hLs^`X�^`iOX"ROL)^`LOG

H1iOX0¨.²�� qEX-^`iObQR¤j[P	Pnjpz_MOjpoSg�LcM_^`ZpxE£®L_Py^`X�\.^niSL)M�^niOX0a � U:qEX-^niKb�Rk£«bc\	j[M�vcXC\`PnX�YO\`bc�KZpXCqEPCG�H1iOX0¨.²��,qEX-^`iObQR
 �c� qEbQRQXeP ¯ j¢P 3)�h�C� ^`jpqEXeP7£®LcPf^nX�\7^`iKL)M5^niOX�a � U  � 3_� MObQRQXCP ¯ jpM5^niOX¤^y¥.b¬YSL)\hL)qEX-^`X�\�W� ! LcMKR K

¯ jpM�vcXC\`PnX
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